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Re´sume´
L’approche de Poincare´ sur le proble`me des trois corps a souvent e´te´ ce´le´bre´e comme un point
d’origine de l’e´tude des syste`mes dynamiques et de la the´orie du chaos. Cet article propose de porter un
autre regard sur cette approche en analysant le roˆle qu’y jouent des pratiques alge´briques spe´cifiques
de manipulation des syste`mes line´aires. Ces pratiques alge´briques permettent de mieux cerner la
spe´cificite´ de l’approche de Poincare´ en restituant les temporalite´s et dimensions collectives d’une
oeuvre souvent ce´le´bre´e pour son individualite´ et son caracte`re de point d’origine.
Bien qu’elles soient passe´es inaperc¸ues de l’historiographie, ces pratiques jouent un ve´ritable roˆle
de mode`le pour Les me´thodes nouvelles de la me´canique ce´leste qu’elles soutiennent comme par une
sorte de fonte alge´brique. Comme un alliage conserve la trace des me´taux qui le constituent, cette
fonte te´moigne de cadres collectifs dans lesquels s’inscrit Poincare´. Mais tout comme la structure de
fonte d’un immeuble disparaˆıt derrie`re l’ornementation cre´ative d’une fac¸ade, le moule alge´brique de
la strate´gie de Poincare´ se brise en engendrant Les me´thodes nouvelles de la me´canique ce´leste.
Une version e´dite´e de cette pre´publication sera publie´e prochainement dans le journal L’astro-
nomie sous le titre ”L’approche de Poincare´ sur le proble`me des trois corps”. Les principaux argu-
ments donne´s dans cet article, ainsi que les enjeux historiographiques et les aspects mathe´matiques
brie`vement e´voque´s aux paragraphes 4 et 5, seront par ailleurs de´veloppe´s dans une publication pro-
chaine - ”The algebraic cast of Poincare´’s Me´thodes nouvelles” - dont cette pre´publication constitue
un re´sume´.
∗Electronic address : frederic.brechenmacher@euler.univ-artois.fr
Ce travail a be´ne´ficie´ d’une aide de l’Agence Nationale de la Recherche : projet CaaFE´ (ANR-10-JCJC 0101)
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Abstracted version of ”The algebraic cast of Poincare´’s Me´thodes nouvelles”. Poin-
care´’s approach to the three body problem has often been celebrated as a starting point of chaos
theory in relation to the investigation of dynamical systems. Yet, Poincare´’s strategy can also be
analyzed as molded on - or casted in - some specific algebraic practices for manipulating systems of
linear equations. These practices shed new light on both the novelty and the collective dimensions of
Poincare´’s Les me´thodes nouvelles de la me´canique ce´leste. As the structure of a cast-iron building
may be less noticeable than its creative fac¸ade, the algebraic cast of Poincare´’s strategy is broken out
of the mold in generating the novel methods of celestial mechanics. But as the various components
that are mixed in some casting process can still be detected in the resulting alloy, the algebraic cast
of the Me´thodes nouvelles points to some collective dimensions of Poincare´’s methods.
An edited version of the present preprint is to be published in the journal L’astronomie under
the title ”L’approche de Poincare´ sur le proble`me des trois corps”. This publication is an abstract
in French language of a forthcoming paper - ”The algebraic cast of Poincare´’s Me´thodes nouvelles” -
which will develop its main claims as well as the historiographical and mathematical issues raised in
section 4 and section 5.
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1 Introduction
Les personnes qui s’inte´ressent aux progre`s de la Me´canique Ce´leste, mais qui ne peuvent
les suivre que de loin, doivent e´prouver quelque e´tonnement en voyant combien de fois on a
de´montre´ la stabilite´ du syste`me solaire. Lagrange l’a e´tablie d’abord, Poisson l’a de´montre´e de
nouveau, d’autres de´monstrations sont venues depuis, d’autres viendront encore. [...] L’e´tonnement
de ces personnes redoublerait sans doute, si on leur disait qu’un jour peut-eˆtre un mathe´maticien
fera voir, par un raisonnement rigoureux, que le syste`me plane´taire est instable. [...] On peut
de´montrer, dans certains cas particuliers, que les e´le´ments de l’orbite d’une plane`te redevien-
dront une infinite´ de fois tre`s voisins des e´le´ments initiaux, et cela est probablement vrai
aussi dans le cas ge´ne´ral, mais cela ne suffit pas ; il faudrait faire voir que non seulement ces
e´le´ments finiront par reprendre leurs valeurs primitives, mais qu’ils ne s’en e´carteront jamais
beaucoup.
2
La fonte alge´brique des Me´thodes nouvelles de la me´canique ce´leste F. BRECHENMACHER
Cette dernie`re de´monstration, on ne l’a jamais donne´e d’une manie`re rigoureuse et il est
probable que la proposition n’est pas rigoureusement vraie. Ce qui est vrai seulement, c’est
que les e´le´ments [de l’orbite] ne pourront s’e´carter sensiblement de leur valeur primitive qu’avec
une extreˆme lenteur et au bout d’un temps tout a` fait e´norme. Aller plus loin, affirmer que ces
e´le´ments resteront, non pas tre`s longtemps, mais toujours, compris entre des limites e´troites,
c’est ce que nous ne pouvons faire.[Poincare´, 1898]
A` partir des anne´es 1950, Les me´thodes nouvelles de la me´canique ce´leste ont souvent e´te´ pre´sente´es
comme fondatrices de la the´orie du chaos. Diffe´rents aspects des travaux d’Henri Poincare´ ont e´te´ mis
en avant selon les acteurs implique´s dans cette the´orie en plein essor : l’e´tude qualitative des e´quations
diffe´rentielles, envisage´e de`s 1881 en lien avec les trajectoires ge´ome´triques des corps ce´lestes ; l’attention
a` la stabilite´ globale d’ensembles de telles trajectoires ; la notion de bifurcation, lie´e a` l’e´tude de syste`mes
diffe´rentiels variables en fonction d’un parame`tre ; ou encore l’introduction de concepts probabilistes en
dynamique. Le ce´le`bre the´ore`me de re´currence de Poincare´ e´nonce ainsi qu’un syste`me me´canique isole´
retourne a` un e´tat proche de son e´tat initial sauf pour un ensemble de cas de probabilite´ nulle :
Il y a donc une infinite´ de solutions particulie`res qui sont instables, au sens que nous venons
de donner a` ce mot et une infinite´ d’autres qui sont stables. J’ajouterai que les premie`res
sont exceptionnelles (ce qui permet de dire qu’il a stabilite´ en ge´ne´ral). Voici ce que j’entends
par la`, car ce mot par lui meˆme n’a aucun sens. Je veux dire qu’il y a une probabilite´ nulle
pour que les conditions initiales du mouvement soient celles qui correspondent a` une solution
instable.[Poincare´, 1891]
De fait, les trois tomes des Me´thodes nouvelles ont suscite´ des lectures diverses qui ne mettent pas
toutes l’accent sur les meˆmes re´sultats, approches ou concepts.[Aubin et Dahan Dalmedico, 2002] Mais
ces lectures re´trospectives ont aussi rele´gue´ au second plan certains aspects auparavant conside´re´s comme
importants. L’un d’entre eux se manifeste dans l’usage que fait Poincare´ des trajectoires pe´riodiques : 1
Ce sont celles ou` les distances des trois corps sont des fonctions pe´riodiques du temps ;
a` des intervalles pe´riodiques, les trois corps se retrouvent donc dans les meˆmes positions
relatives.[Poincare´, 1891]
La classification de ces solutions particulie`res supporte l’e´tude des trajectoires plus complexes, comme
les solutions asymptotiques qui, sans eˆtre pe´riodiques, tendent a` le devenir au bout d’un temps infini ; et
comme les solutions doublement asymptotiques - ou homoclines - qui s’enroulent autour de trajectoires
pe´riodiques.
Les trajectoires pe´riodiques ne valent donc pas pour elles-meˆmes mais pour l’usage qu’en fait Poin-
care´ : elles permettent l’introduction de syste`mes line´aires et, par la`, de pratiques alge´briques spe´cifiques.
Bien qu’elles soient passe´es inaperc¸ues de l’historiographie, ces pratiques jouent un ve´ritable roˆle de
mode`le pour les Me´thodes nouvelles. Elles sont non seulement importantes pour saisir la nouveaute´ de ces
me´thodes mais permettent e´galement de restituer les temporalite´s et dimensions collectives d’une oeuvre
souvent ce´le´bre´e pour son individualite´ et son caracte`re de point d’origine. De fait, l’usage de syste`mes
line´aires en me´canique porte la marque des grands traite´s de la fin du XVIIIe sie`cle. Il semble donc a`
premie`re vue paradoxal que Poincare´ leur associe la nouveaute´ de ses Me´thodes :
1. Notons que c’est a` la classification des solutions pe´riodiques que le mathe´maticien Jacques Hadamard attribuait l’une
des principales nouveaute´s de l’approche de Poincare´ peu apre`s le de´ce`s de ce dernier.[Hadamard, 1913, p.643]
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L’e´tude des ine´galite´s se´culaires par le moyen d’un syste`me d’e´quations diffe´rentielles line´aires
a` coefficients constants peut donc eˆtre regarde´e comme se rattachant plutoˆt aux me´thodes
nouvelles qu’aux me´thodes anciennes.[Poincare´, 1892]
Nous verrons que Poincare´ s’appuie non seulement sur d’anciens travaux de Joseph-Louis Lagrange et
Pierre-Simon Laplace mais aussi sur des de´veloppements qui ont e´te´ donne´s a` ces travaux tout au long
du XIXe sie`cle, en un va-et-vient entre astronomie, ge´ome´trie, arithme´tique, alge`bre et analyse. Nous
aurons ainsi l’occasion de porter un regard original sur les relations entre la me´canique ce´leste et d’autres
branches des sciences mathe´matiques.
2 Le proble`me des trois corps
Selon la loi de Newton, l’attraction mutuelle entre les plane`tes perturbe l’ellipse qu’adopterait une
plane`te unique en orbite autour du soleil. Bien que faibles, ces ine´galite´s se´culaires s’opposent au calcul
des e´phe´me´rides a` longue e´che´ance. Plus encore, elles posent la question de la validite´ et de l’universalite´
de loi de la gravitation :
Il ne s’agit pas seulement, en effet, de calculer les e´phe´me´rides des astres quelques anne´es
d’avance pour les besoins de la navigation ou pour que les astronomes puissent retrouver les
petites plane`tes de´ja` connues. Le but final de la Me´canique ce´leste est plus e´leve´ ; il s’agit
de re´soudre cette importante question : la loi de Newton peut-elle expliquer a` elle seule
tous les phe´nome`nes astronomiques ? [...] elle a pour expression mathe´matique une e´quation
diffe´rentielle, et pour obtenir les coordonne´es des astres, il faut inte´grer cette e´quation. [...]
Quel sera le mouvement de n points mate´riels, s’attirant mutuellement en raison directe de
leurs masses et en raison inverse du carre´ des distances ? Si n = 2, c’est a` dire si l’on a affaire
a` une plane`te isole´e et au Soleil, en ne´gligeant les perturbations dues aux autres plane`tes,
l’inte´gration est facile ; les deux corps de´crivent des ellipses, en se conformant aux lois de
Kepler. La difficulte´ commence si le nombre n des corps est e´gal a` trois : le proble`me des trois
corps a de´fie´ jusqu’ici tous les efforts des analystes.[Poincare´, 1891]
Sur le long terme, les ine´galite´s se´culaires peuvent en effet engendrer des perturbations importantes des
orbites et menacer ainsi la stabilite´ du syste`me solaire :
Une des questions qui ont le plus pre´occupe´ les chercheurs est celle de la stabilite´ du syste`me
solaire. C’est a` vrai dire une question mathe´matique plutoˆt que physique. Si l’on de´couvrait
une de´monstration ge´ne´rale et rigoureuse, on n’en devrait pas conclure que le syste`me solaire
est e´ternel. Il peut en effet eˆtre soumis a` d’autres forces que celle de Newton, et les astres
ne se re´duisent pas a` des points mate´riels. [...] on n’est pas absolument certain qu’il n’existe
pas de milieu re´sistant ; d’autre part les mare´es absorbent de l’e´nergie qui est incessamment
convertie en chaleur par la viscosite´ des mers , et cette e´nergie ne peut eˆtre emprunte´e qu’a`
la force vive des corps ce´lestes. [...] Mais toutes ces causes de destruction agiraient beaucoup
plus lentement que les perturbations, et si ces dernie`res n’e´taient pas capables d’en alte´rer la
stabilite´, le syste`me solaire serait assure´ d’une existence beaucoup plus longue.[Poincare´, 1891]
Rappelons que le proble`me des trois corps a e´te´ propose´ pour le grand prix organise´ a` l’occasion du
soixantie`me anniversaire du roi Oscar II de Sue`de et Norve`ge.[Barrow-Greene, 1996]. Bien que laure´at, le
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me´moire soumis par Poincare´ pre´sente des conclusions errone´es quant a` la stabilite´ des trajectoires. C’est
en rectifiant cette erreur que Poincare´ a introduit les solutions homoclines,[Anderson, 1994] classiquement
conside´re´es comme la premie`re description d’un comportement chaotique. Un me´moire modifie´ a e´te´ publie´
en 1890,[Poincare´, 1890] avant que Poincare´ ne s’attelle a` la re´daction des Me´thodes nouvelles de 1892 a`
1899.
Un corps ce´leste y est assimile´ a` une masse ponctuelle de coordonne´es (x1, ..., xn) de´crivant, en fonction
du temps t, une trajectoire exprime´e par des fonctions analytiques Xi des coordonne´es selon le syste`me
diffe´rentiel :
dxi
dt
= Xi (i = 1, ..., n)
Ces e´quations ne peuvent eˆtre re´solues de manie`re exacte. Il s’agit d’en approcher les solutions ge´ne´rales
par des solutions particulie`res :
Le mouvement des trois astres de´pend en effet de leurs positions et de leurs vitesses initiales.
Si l’on se donne ces conditions initiales du mouvement, on aura de´fini une solution particulie`re
du mouvement. [...] Il peut arriver que les orbites des trois corps se re´duisent a` des ellipses.
La position et la vitesse initiales de notre satellite auraient pu eˆtre telles que la Lune fuˆt
constamment pleine ; elles auraient pu eˆtre telles que la Lune fuˆt constamment nouvelle [...]
les phases auraient pu suivre des lois bien e´tranges ; dans une des solutions possibles, la Lune,
d’abord nouvelle, commence par croˆıtre ; mais, avant d’atteindre le premier quartier, elle se
met a` de´croˆıtre pour redevenir nouvelle et ainsi de suite ; elle aura donc constamment la forme
d’un croissant.[Poincare´, 1891]
Si certaines de ces solutions particulie`res ne sont ”inte´ressantes que par leur bizarrerie”, d’autres sont
susceptibles d’applications astronomiques. Dans les anne´es 1880, l’astronome George William Hill s’est
notamment appuye´ sur des solutions pe´riodiques dans ses travaux sur la the´orie de la lune.[Hill, 1877]
[Hill, 1886] Poincare´ s’en inspire, bien que son objectif ne soit pas d’e´tudier ces solutions pour elles-meˆmes :
En effet, il y a une probabilite´ nulle pour que les conditions initiales du mouvement soient
pre´cise´ment celles qui correspondent a` une solution pe´riodique. Mais il peut arriver qu’elles
en diffe`rent tre`s peu, et cela a lieu justement dans les cas ou` les me´thodes anciennes ne sont
plus applicables. On peut alors avec avantage prendre la solution pe´riodique comme premie`re
approximation. [...] Il y a meˆme plus : voici un fait que je n’ai pu de´montrer rigoureusement
mais qui me paraˆıt pourtant tre`s vraisemblable [...] on peut toujours trouver une solution
pe´riodique (dont la pe´riode peut, il est vrai, eˆtre tre`s longue), telle que la diffe´rence entre
les deux solutions soit aussi petite qu’on le veut, pendant un temps aussi long qu’on le veut.
D’ailleurs, ce qui nous rend ces solutions pe´riodiques si pre´cieuses, c’est qu’elles sont, pour
ainsi dire, la seule bre`che par ou` nous puissions essayer de pe´ne´trer dans une place jusqu’ici
re´pute´e inabordable.[Poincare´, 1891]
Les trajectoires pe´riodiques donnent lieu a` deux types de me´thodes d’approximations. La me´thode de
variation consiste a` e´tudier des ensembles de solutions d’un meˆme syste`me diffe´rentiel. Une solution
pe´riodique donne´e a-t-elle un comportement similaire a` celui d’une autre solution dont les conditions ini-
tiales sont proches ? La me´thode de perturbation consiste, quant a` elle, a` faire varier le syste`me diffe´rentiel
en fonction d’un petit parame`tre µ. Dans le ”proble`me restreint” des trois corps qu’aborde Poincare´, cette
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approche est le´gitime´e par la petitesse des masses des plane`tes compare´es a` celle du soleil
Ce cas est celui du proble`me ou` l’on suppose que les trois corps se meuvent dans un meˆme
plan, que la masse du troisie`me est nulle, que les deux premiers de´crivent des circonfe´rences
concentriques autour de leur centre de gravite´ commun.[Poincare´, 1891]
Le troisie`me corps est hors d’e´tat de troubler les deux autres corps ; il s’agit d’en comprendre la trajectoire
en fonction du rapport µ des masses des deux autres corps. Lorsque µ = 0, cette trajectoire est une ellipse
ke´ple´rienne. Que se passe-t-il lorsque µ n’est pas nul, mais tre`s petit ?
Avons-nous le droit [de] conclure [qu’un syste`me admettant des solutions pe´riodiques pour
µ = 0] en admettra encore pour les petites valeurs de µ ? [...] La premie`re solution pe´riodique
qui ait e´te´ signale´e pour le cas ou` µ > 0 est celle qu’a de´couverte Lagrange et ou` les trois corps
de´crivent des ellipses ke´pleriennes semblables, pendant que leurs distances mutuelles restant
dans un rapport constant. [...] M. Hill, dans ses tre`s remarquables recherches sur la the´orie de
la Lune en a e´tudie´ une autre [...]. Je montrerai [...] comment on peut prendre une solution
pe´riodique comme point de de´part d’une se´rie d’approximations successives, et e´tudier ainsi
les solutions qui en diffe`rent fort peu.[Poincare´, 1892, p. 106 & 153]
Une grande partie des travaux de Poincare´ est consacre´e a` de´montrer l’existence de solutions pe´riodiques
pour certaines conditions initiales et a` l’analyse de leurs comportements apre`s perturbation. Comme
nous allons le voir, cette strate´gie d’approximations par des trajectoires pe´riodiques prend mode`le sur des
pratiques alge´briques de´veloppe´es au XVIIIe sie`cle pour mathe´matiser les petites oscillations de syste`mes
de corps.
3 Des petites oscillations d’une corde a` celles des trajectoires
pe´riodiques
A la fin du XVIIIe sie`cle, les ine´galite´s se´culaires ont e´te´ e´tudie´es sur le mode`le de la mathe´matisation
donne´e a` certains proble`mes de cordes vibrantes. Mentionnons Jean le Rond d’Alembert qui, en 1743,
a e´tudie´ les petites oscillations ξi(t) d’une corde leste´e de deux masses en ne´gligeant les termes non
line´aires dans les de´veloppements en se´ries des e´quations de la dynamique. En 1766, Lagrange a ge´ne´ralise´
cette approche aux oscillations de n masses, mathe´matise´es par un syste`me de n e´quations diffe´rentielles
line´aires a` coefficients constants :[Lagrange, 1766]
dξi
dt
=
∑
j=1,n
Ai,jξj
L’inte´gration du syste`me est obtenue par sa de´composition en n e´quations inde´pendantes. Cette me´thode
mathe´matise la proprie´te´ me´canique selon laquelle les oscillations d’une corde leste´e de n masses peuvent
se de´composer en oscillations inde´pendantes de n cordes leste´es d’une seule masse. Si l’on pose comme
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inconnue S, la pe´riode d’une telle oscillation propre, on est amene´ au calcul du de´terminant 2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A1,1 − S A1,2 ... A1,n
A2,1 A2,2 − S ... A2,n
... ... ... ...
An,1 An,2 ... An,n − S
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
qui donne une e´quation alge´brique de degre´ n, souvent de´signe´e sous le nom d’”e´quation en S”. A` chaque
racine αi de cette e´quation est associe´e une oscillation propre ξi(t) = e
αit. Dans le cas ou` les n racines
sont distinctes, on obtient ainsi n solutions inde´pendantes a` partir desquelles on peut exprimer toutes les
solutions du syste`me.
Dans les anne´es 1780, Lagrange et Laplace ont transfe´re´ cette mathe´matisation au cas des oscillations
des plane`tes sur leurs orbites.[Lagrange, 1774] [Laplace, 1775] Pour cette raison, l’e´quation en S a par
la suite e´galement e´te´ de´signe´e sous le nom d’”e´quation a` l’aide de laquelle on de´termine les ine´galite´s
se´culaires des plane`tes” (que nous abre´gerons par ”e´quation se´culaire”).
Chez Poincare´, la me´thode d’inte´gration de Lagrange est sous-jacente a` la strate´gie d’approximations
par des solutions pe´riodiques.
Il y a peu de chances pour que, dans aucune application, les conditions initiales du mouvement
soient exactement celles qui correspondent a` une solution pe´riodique ; mais il peut arriver
qu’elles en diffe`rent fort peu. Si alors on conside`re les coordonne´s des trois corps dans leur
mouvement ve´ritable, et, d’autre part, les coordonne´es qu’auraient ces trois meˆmes corps dans
la solution pe´riodique, la diffe´rence reste tre`s petite au moins pendant un certain temps et l’on
peut, dans une premie`re approximation, ne´gliger le carre´ de cette diffe´rence.[Poincare´, 1892,
p.162]
Une petite variation ξi(t) d’une trajectoire pe´riodique φi(t) est ainsi mathe´matise´e par le syste`me
line´aire (2). Si l l’e´quation en S a toutes ses racines distinctes, alors
ξi(t) = C1e
α1tλ1,i(t) + C2e
α2tλ2,i(t) + ...+ Cne
αntλn,1(t)
ou` les λi,j(t) sont des se´ries trigonome´triques uniforme´ment convergentes de meˆme pe´riode que φi(t).
Les coefficients αi sont de´nomme´s ”exposants caracte´ristiques” par Poincare´. Observons que ces der-
niers meˆlent des significations me´caniques et alge´briques qui ne sont pas identiques chez Lagrange et
Poincare´. Nous avons vu que la me´thode du premier s’appuie sur une repre´sentation me´canique des ra-
cines αi comme les pe´riodes des petites oscillations propres de l’orbite elliptique des plane`tes. Or, chez
Poincare´, ces petites oscillations ope`rent cette fois sur une trajectoire pe´riodique, dans le voisinage de
laquelle elles engendrent un faisceau d’autres trajectoires. Comme nous allons le voir, le comportement
de ces faisceaux est controˆle´ par la nature alge´brique - et notamment la multiplicite´ - des exposants
caracte´ristiques.
2. Cette e´quation correspond a` l’e´quation caracte´ristique de la matrice syme´trique A = (Aij) qu’elle vise a` diagonaliser
en de´terminant ses valeurs propres. Cette perspective ne s’est cependant impose´e que dans les anne´es 1930. Elle introduit
implicitement des conceptions anachroniques qui masquent d’anciennes formes d’organisations du savoir qui ne se traduisent
pas dans un cadre disciplinaire comme celui de l’alge`bre line´aire.
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4 Stabilite´ et multiplicite´ des exposants caracte´ristiques
Le mot stabilite´ a e´te´ entendu sous les sens les plus diffe´rents, et la diffe´rence de ces divers
sens deviendra manifeste si l’on se rappelle l’histoire de la Science.
Lagrange a de´montre´ qu’en ne´gligeant les carre´s des masses, les grands axes des orbites de-
meurent invariables. Il voulait dire par la` qu’avec ce degre´ d’approximation les grands axes
peuvent se de´velopper en se´ries dont les termes sont de la forme Asin(αt+β), A, α et β e´tant
des constantes.
Il en re´sulte que, si ces se´ries sont uniforme´ment convergentes, les grands axes demeurent
compris entre certaines limites ; le syste`me des astres ne peut donc pas passer par toutes les
situations compatibles avec les inte´grales des forces vives et des aires, et plus il repassera une
infinite´ de fois aussi pre`s que l’on voudra de sa situation initiale. C’est la stabilite´ comple`te.
Poussant plus loin l’approximation, Poisson a annonce´ ensuite que la stabilite´ subsiste quand
on tient compte des carre´s des masses et qu’on en ne´glige les cubes. Mais cela n’avait pas le
meˆme sens. Il voulait dire que les grands axes peuvent se de´velopper en se´ries contenant non
seulement des termes de la forme Asin(αt + β) mais des termes de la forme Atsin(αt + β).
La valeur du grand axe e´prouve alors de continuelles oscillations, mais rien ne prouve que
l’amplitude de ces oscillations ne crois pas inde´finiment avec le temps. Nous pouvons affirmer
que le syste`me repassera toujours une infinite´ de fois aussi pre`s qu’on voudra de sa situation
initiale mais non qu’il ne s’en e´loignera pas beaucoup. Le mot de stabilite´ n’as donc pas le
meˆme sens pour Lagrange et pour Poisson.
[...] Pour qu’il y ait stabilite´ comple`te dans le proble`me des trois corps, il faut trois conditions :
1. Qu’aucun des trois corps ne puisse s’e´loigner inde´finiment
2. Que deux des corps ne puissent se choquer et que la distance de ces deux corps ne puisse
descendre au-dessous d’une certaine limite
3. Que le syste`me vienne repasser une infinite´ de fois aussi pre`s que l’on veut de sa situation
initiale.
[...] Il y a un cas [celui du proble`me restreint] ou`, depuis longtemps, on a de´montre´ que la
premie`re condition est remplie. Nous allons voir que la troisie`me l’est e´galement. Quant a` la
deuxie`me, je ne puis rien dire.[Poincare´, 1892]
Au XVIIIe sie`cle, un crite`re de stabilite´ me´canique a e´te´ donne´ en fonction des racines de l’e´quation en
S. d’Alembert a ainsi e´nonce´ qu’une corde infiniment peu de´range´e d’un e´tat d’e´quilibre tend a` y revenir
si les αi sont re´els, ne´gatifs et distincts. En effet, les solutions prennent dans ce cas une forme pe´riodique,
sin(αit), tandis que des racines imaginaires impliquent des oscillations exponentielles. L’occurrence de
racines multiples, αi = αj , pose un proble`me plus de´licat : la me´thode d’inte´gration semble alors mise
en e´chec puisque celle-ci repose sur une de´composition en n e´quations inde´pendantes, chacune associe´e a`
une racine distincte. Dans ce cas, les solutions ont et exprime´es sous la forme tsin(αit) : ”le temps sort
du sinus” et ge´ne`re des oscillations non pe´riodiques et non borne´es.
Dans le cas de la me´canique ce´leste traite´ par Lagrange, de telles expressions ont e´te´ de´signe´es sous
le nom de termes se´culaires. Pour les petites oscillations d’une corde, la stabilite´ e´tait une donne´e de
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la situation me´canique e´tudie´e, tandis que les ine´galite´s se´culaires des plane`tes posent le proble`me de
la stabilite´ du syste`me solaire. Le transfert d’une meˆme mathe´matisation des oscillations d’une corde
a` celles des plane`tes a ainsi engendre´ des discussions sur la nature alge´brique des racines de l’e´quation
se´culaire. La ce´le`bre de´monstration par Laplace de la stabilite´ du syste`me du monde (dans le cas de
l’approximation line´aire) contient ainsi une preuve que ces racines sont re´elles. Cette preuve s’appuie sur
la syme´trie des syste`mes diffe´rentiels de la me´canique - proprie´te´ mise en e´vidence par les travaux de
Lagrange sur l’e´quation se´culaire. Elle conclut a` la disparition de tout terme se´culaire.
A` partir des travaux de Sime´on Denis Poisson en 1808,[Poisson, 1809] la question de la stabilite´ a e´te´
traite´e par la prise en compte de termes non line´aires dans les de´veloppements en se´ries des coordonne´es
des astres. En 1856, Urbain Le Verrier a notamment montre´ que ces termes ne permettent pas seulement
des approximations plus fines des trajectoires mais peuvent induire des alte´rations importantes des or-
bites. 3[Le Verrier, 1856] Au cours du XIXe sie`cle, de nombreux astronomes, , parmi lesquels Newcomb,
Linstedt, Gylde´n, Delaunay ou Hill, ont propose´ de nouvelles se´ries dans l’objectif d’en e´liminer tout terme
se´culaire. La notion de stabilite´ a alors progressivement e´te´ associe´e avec l’obtention de de´veloppements
en se´ries strictement trigonome´triques dont les premiers termes de´croissent rapidement. Il en a de´coule´
une conception de la ”convergence astronomique” des se´ries distincte de la notion mathe´matique de
convergence vers une limite finie.
Or, Poincare´ a de´montre´ que les se´ries des astronomes sont divergentes au sens mathe´matique :
[...] les me´thodes de M. Gylde´n et celles de M. Lindstedt ne donnent en effet, si loin que l’on
pousse l’approximation, que des termes pe´riodiques, de sorte que tous les e´le´ments des orbites
ne peuvent e´prouver que des oscillation autour de leur valeur moyenne. La question serait
donc re´solue, si ces de´veloppement e´taient convergents. Nous savons malheureusement qu’il
n’en est rien.[Poincare´, 1891]
Poincare´ a ainsi e´te´ amene´ a` poser la question de la stabilite´ diffe´remment de la majorite´ des travaux
du XIXe sie`cle. 4. Il de´finit notamment la ”stabilite´ au sens de Lagrange” d’une solution pe´riodique en
revenant au cas line´aire et a` la discussion sur les racines de l’e´quation en S, c’est a` dire les exposants
caracte´ristiques qu’il appelle aussi ”coefficients de stabilite´”. Les raisonnements du XVIIIe sont repris
presque mot pour mot, ainsi que leur conclusion :
En re´sume´, ξi peut dans tous les cas eˆtre repre´sente´ par une se´rie toujours convergente. Dans
cette se´rie, le temps peut entrer sous le signe sinus ou cosinus, ou par l’exponentielle eαt,
ou enfin en dehors des signes trigonome´triques ou exponentiels. Si tous les coefficients de
stabilite´ sont re´els, ne´gatifs et distincts, le temps n’apparaˆıtra que sous les signes sinus et
cosinus et il y aura stabilite´ temporaire. Si l’un des coefficients est positif ou imaginaire, le
temps apparaˆıtra sous un signe exponentiel ; si deux des coefficients sont e´gaux ou que l’un
deux soit nul, le temps apparaˆıt en dehors de tout signe trigonome´trique ou exponentiel. Si
donc tous les coefficients ne sont pas re´els, ne´gatifs et distincts, il n’y a pas en ge´ne´ral de
stabilite´ temporaire. [...] Il ne faut pas toutefois entendre ce mot de stabilite´ au sens absolu.
En effet, nous avons ne´glige´ les carre´s des ξ [...] et rien ne prouve qu’en tenant compte de ces
3. Pour une histoire sur le temps long du proble`me de la stabilite´ du syste`me solaire de Newton a` Poincare´, voir
[Laskar, 1992]
4. Sur les diffe´rentes notions de stabilite´ chez Poincare´ et leurs circulations, voir [Roque, 2011]
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carre´s, le re´sultat ne serait pas change´. Mais nous pouvons dire au moins que les ξ [...], s’ils
sont originairement tre`s petits, resteront tre`s petits pendant tre`s longtemps ; Nous pouvons
exprimer ce fait en disant que la solution pe´riodique jouit, sinon de la stabilite´ se´culaire, du
moins de la stabilite´ temporaire.[Poincare´, 1892]
Ce crite`re de stabilite´ est un premier pas vers l’analyse de flots de trajectoires dans le voisinage d’une
solution pe´riodique : si cette solution reste stable, les trajectoires approche´es lui restent proches tandis
que des solutions pe´riodiques instables permettent d’introduire des trajectoires plus complexes comme
les solutions asymptotiques.
5 La culture alge´brique porte´e par l’e´quation se´culaire
Nous avons jusqu’a` pre´sent e´claire´ les roˆles joue´s par les syste`mes line´aires chez Poincare´ en mettant ce
dernier en relation directe avec Lagrange. Mais cette relation ne saurait eˆtre conside´re´ comme exclusive.
Si les re´fe´rences des Me´thodes nouvelles aux grands traite´s du XVIIIe sie`cle sont fre´quentes, la lecture
en est faite au prisme de nombreux autres travaux publie´s au XIXe sie`cle. Il nous faut a` pre´sent changer
d’e´chelle d’analyse en portant notre attention a` la longue dure´e et aux dimensions collectives de l’approche
de Poincare´.
Comme nous l’avons de´ja` e´voque´, le grand traite´ de Poincare´ a marque´ une date dans l’histoire de
l’astronomie. Comme les traite´s de Lagrange ou Laplace, il a, a` son tour, fait l’objet de lectures multiples
et fragmente´es. Au XXe sie`cle, Poincare´ a notamment souvent e´te´ pre´sente´ comme le premier a` rouvrir
le dossier de la stabilite´ du syste`me du monde apre`s Laplace. Mais si la stabilite´ a pu eˆtre conside´re´
comme acquise au XIXe sie`cle, les me´thodes de´veloppe´es en me´canique ce´leste n’en ont pas moins suscite´
de nombreux travaux dans d’autres domaines.
On trouve ainsi au XIXe sie`cle de tre`s nombreuses re´fe´rences a` l’e´quation se´culaire. Celles-ci ma-
nifestent rarement des pre´occupations en astronomie mais identifient une culture alge´brique partage´e
a` l’e´chelle europe´enne.[Brechenmacher, 2007]. Les proce´de´s e´labore´s par Lagrange pour manipuler des
syste`mes line´aires par la de´composition polynomiale de l’e´quation se´culaire sont au coeur de cette culture
commune ; nous avons vu qu’ils irriguent encore en profondeur les Me´thodes nouvelles. Mais cette culture
alge´brique ne se limite pas a` la technicite´ de certains proce´de´s ope´ratoires. Ces derniers ve´hiculent
e´galement un ide´al de ge´ne´ralite´ qui se manifeste notamment dans l’ambition de Poincare´ de traiter de
situations a` n variables. Cette ge´ne´ralite´ participe du caracte`re spe´cial de l’e´quation se´culaire : l’e´quation
e´tant de degre´ n, elle ne peut en ge´ne´ral eˆtre re´solue par radicaux mais la nature re´elle de ses racines
peut eˆtre de´duite de la proprie´te´ de syme´trie des syste`mes me´caniques qui l’engendrent.
Tout au long du XIXe sie`cle, cette e´quation spe´ciale a supporte´ des analogies et des transferts de
proce´de´s ope´ratoires entre diffe´rentes branches des sciences mathe´matiques. Nous avons de´ja` e´voque´ la
repre´sentation me´canique sous-jacente aux proce´de´s de de´compositions de Lagrange. Plus tard, en 1829,
Augustin Louis Cauchy a interpre´te´ ces proce´de´s comme revenant a` la recherche des axes principaux
d’une conique. Plus tard encore, ces meˆmes proce´de´s ont servi de mode`le a` des the´ories de l’e´lasticite´ et
de la lumie`re, ils ont e´te´ inte´gre´s a` l’analyse complexe, a` la the´orie des formes quadratiques etc.
Mais l’e´quation se´culaire a surtout ve´hicule´ des proble´matiques spe´cifiques relatives aux racines mul-
tiples. Ces dernie`res donnent lieu a` des difficulte´s aussi de´licates que celles qui ont amene´ a` l’introduction
10
La fonte alge´brique des Me´thodes nouvelles de la me´canique ce´leste F. BRECHENMACHER
des nombres complexes. C’est d’ailleurs en partie pour surmonter le proble`me de la multiplicite´ des ra-
cines de l’e´quation se´culaire que Cauchy a e´labore´ son calcul des re´sidus en analyse complexe. A` partir
des anne´es 1850, plusieurs approches alge´briques du proble`me de la multiplicite´ ont e´te´ de´veloppe´es de
manie`res distinctes : introduction par James Joseph Sylvester de la notion de matrice en ge´ome´trie ana-
lytique, the´orie des formes quadratiques de Charles Hermite, diviseurs e´le´mentaires de Karl Weierstrass,
re´duction canonique de Camille Jordan en the´orie des groupes.
Le roˆle de mode`le que joue une certaine pratique des syste`mes line´aires dans les Me´thodes nouvelles
s’inscrit donc dans une culture alge´brique largement partage´e au XIXe sie`cle. La manie`re dont Poincare´
aborde la question de l’existence de solutions pe´riodiques en te´moigne. Cette question est en effet traite´e
par une discussion sur la multiplicite´ des racines de l’e´quation en S comme l’illustre notamment l’e´nonce´
suivant : ”les solutions pe´riodiques du proble`me des trois corps ont deux exposants caracte´ristiques nuls,
mais elles n’en ont que deux”.
Mais Poincare´ a aussi de´veloppe´ une approche qui lui est propre en s’appuyant sur deux lignes dis-
tinctes de de´veloppements des travaux sur l’e´quation se´culaire. Les me´thodes de Jordan en the´orie des
groupes lui permettent de traiter les occurrences de racines multiples dans des syste`mes line´aires qui,
contrairement a` ceux de Lagrange, ne sont pas syme´triques et ne peuvent en ge´ne´ral eˆtre de´compose´s
en n e´quations inde´pendantes. Poincare´ s’est approprie´ ces me´thodes en les meˆlant a` l’he´ritage des tra-
vaux d’Hermite.[Brechenmacher, 2012]. Cet he´ritage se manifeste de`s 1881 lorsque Poincare´ le´gitime son
approche qualitative des e´quations diffe´rentielles par analogie avec le the´ore`me de Sturm qui donne le
nombre de racines re´elles d’une e´quation alge´brique :
Dans les cas e´le´mentaires, l’expression des inconnues par les symboles usuels fournit en ge´ne´ral
aise´ment a` leur e´gard tous les renseignement que l’on se propose d’obtenir. [...] Pour peu que
la question se complique, il en est autrement et, tout au moins, on peut dire que la lecture,
si j’ose m’exprimer ainsi, faite par le mathe´maticien des documents qu’il posse`de, comporte
deux grandes e´tapes, l’une que l’on peut appeler qualitative, l’autre quantitative. Ainsi, par
exemple, pour e´tudier une e´quation alge´brique, on commence par rechercher, a` l’aide du
the´ore`me de Sturm, quel est le nombre des racines re´elles : c’est la partie qualitative ; puis on
calcule la valeur nume´rique de ces racines, ce qui constitue l’e´tude quantitative de l’e´quation.
[...] C’est naturellement par la partie qualitative qu’on doit aborder la the´orie de toute fonction
et c’est pourquoi le proble`me qui se pre´sente en premier lieu est le suivant : Construire les
courbes de´finies par des e´quations diffe´rentielles.[Poincare´, 1881]
En effet, dans les anne´es 1850, Hermite a cherche´ a` obtenir une nouvelle de´monstration du the´ore`me
de Sturm en explorant le cas particulier de l’e´quation se´culaire.[Sinaceur, 1891, p.124-132] Sa me´thode
permet d’analyser la variation du nombre de racines distinctes de cette e´quation en fonction de l’in-
connue S. 5 Elle donne un mode`le pour aborder le proble`me crucial de la perturbation des solutions
pe´riodiques en fonction du parame`tre µ. Poincare´ transfe`re ainsi la notion de multiplicite´ des racines des
e´quations alge´briques aux trajectoires des syste`mes diffe´rentiels. Il e´nonce par exemple que ”les solutions
pe´riodiques disparaissent par couples a` la fac¸on des racines re´elles des e´quations alge´briques”. Il s’agit la`
d’un re´sultat cle´ pour analyser l’effet de perturbations sur des solutions pe´riodiques stables : nous avons
5. Cette approche est base´e sur la loi d’intertie des formes quadratiques, ; pour davantage de de´veloppements sur les
parties 4. et 5. de cet article, voir [Brechenmacher, 2013]
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vu que l’occurrence d’une racine multiple dans l’e´quation en S est une cause d’instabilite´ ; de meˆme, si
une trajectoire ”pe´riodique perd la stabilite´ ou l’acquiert”, c’est ”qu’elle se sera confondue avec une autre
solution pe´riodique, avec laquelle elle aura e´change´ sa stabilite´”.
6 Conclusion
Nous avons vu dans cet article quelques exemples de la manie`re dont l’architecture des Me´thodes
nouvelles est soutenue par une sorte de fonte alge´brique. Comme un alliage conserve la trace des me´taux
qui le constituent, cette fonte te´moigne de cadres collectifs dans lesquels s’inscrit l’approche de Poincare´ :
culture alge´brique porte´e par l’e´quation se´culaire sur le temps long ; he´ritages, sur des temps plus courts,
des travaux d’Hermite et de Jordan. Mais tout comme la structure de fonte d’un immeuble disparaˆıt
derrie`re l’ornementation cre´ative d’une fac¸ade, le moule alge´brique de la strate´gie de Poincare´ se brise en
engendrant les nouvelles me´thodes de me´canique ce´leste.
Cette situation e´claire d’autres aspects dont nous ne pouvons traiter ici, comme les proce´de´s ite´ratifs
de la ce´le`bre me´thode des sections qui te´moignent eux-aussi de l’he´ritage de travaux d’Hermite sur
le the´ore`me de Sturm, notamment de´veloppe´ dans les anne´es 1870-1880 par Edmond Laguerre. 6 Les
rapports entre la me´canique ce´leste et les autres branches des sciences mathe´matiques au XIXe sie`cle
sont ainsi loin de se re´duire a` un va-et-vient entre application et abstraction. Non seulement des proce´de´s
alge´briques spe´cifiques ont e´merge´ de travaux de me´canique ce´leste, mais l’e´quation se´culaire a joue´ un
roˆle de re´fe´rence partage´e tout au long du XIXe sie`cle. Cette e´quation a supporte´ le transfert de proce´de´s
ope´ratoires entre diffe´rents domaines, circulation qui a enrichi ces proce´de´s de significations nouvelles
avant que Poincare´ ne les investisse a` nouveau en me´canique ce´leste. Ce constat ne manque pas d’analogie
avec celui qu’e´nonce Poincare´ a` propos de la complexite´ des solutions des e´quations diffe´rentielles :
des trajectoires peuvent fortement s’e´loigner des conditions initiales mais ne´anmoins revenir dans leur
voisinage apre`s une longue dure´e.
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